
Addendum. Triangoli qualsiasi e la trigonometria



La Trigonometria

Vale nella Geometria Euclidea : I 5 Postulati

In particolare si ricava da:

La somma degli angoli interni di un triangolo è sempre 180°

Similitudine

Teorema di Pitagora



Angoli dei raggi terrestri

Misura dell’angolo b
90 + b + d = 180
 b + d = 90
d =  90 - b  
angolo del raggio rispetto al piano orizzontale

O

O

90°



Misura della Circonferenza della Terra



Eratostene di Cirene (276-197 a.C)

Eratòstene di Cirene -Alessandria d’Egitto, è stato un 
matematico, astronomo, geografo, poeta, filologo e filosofo 
greco antico. È noto alla storia soprattutto per aver concepito il 
metodo matematico trigono-geometrico che porta il suo nome, 
e che gli permise di calcolare la più accurata misura, tra quelle 
antiche, della circonferenza-terrestre, più precisamente del 
meridiano-terrestre passante per l‘Egitto utilizzando delle 
semplici osservazioni e misurazioni in quei luoghi durante i 
solstizi d’estate.



Angolo al centro e lunghezza dell’arco

Meridiano 
terrestre

C= circonferenza 
terrestre

Proporzione
C : d = 360 : a°

Perpendicolari ai piani 
terrestri nei due luoghi 

raggi

Terra



Eratostene (276-197 a.C): Circonferenza della Terra

C= circonferenza terrestre

d= 5000 stadi =  787,5 Km
a = 7°

Proporzione
C : d = 360°: a

Eratostene
360°/ 7°=51,43 = C/d
C=51,43 x 787,5km= 40500km

Raggio Terrestre: 6378km
C= 2pR = 6,28*6370km = 40053 km

Errore%= (40500-40053)/40053*100=1,1%



Studenti che ripetono la misura di Eratostene 



Trigonometria

La Trigonometria è la matematica che studia i 
triangoli

Consiste nel calcolare le misure che caratterizzano gli 
elementi di un triangolo (lati, angoli,  ecc.) partendo da 
altre misure già note (almeno tre, di cui almeno una 
lunghezza), per mezzo di speciali funzioni. 



Ipparco di Nicea (190-120 a.C) 

Astronomo greco noto 
per la scoperta della 
precessione degli 
equinozi (l’asse 
terrestre ruota ogni 
anno di 50’’ in senso 
orario)



Seno e Coseno

ABC : Triangolo rettangolo

CPH : Triangolo rettangolo con 
ipotenusa pari a 1, da cui:

CP = 1
PH =sen g <1
CH = cos g <1 o uguale a 1 
Mai>1!



Seno e Coseno

sin 𝑦 =  
௉ு

௉஼
=

஻஺

஻஼
=

௖

௔

 

cos 𝛾 =
𝐻𝐶

𝑃𝐶
=

𝐴𝐶

𝐵𝐶
=

𝑏

𝑎

tan 𝛾 =
sin 𝛾

cos 𝛾
=

𝑐

𝑏



Seno e Coseno

Calcolo altezza di una torre

Basta misurare il cateto b  e dal punto    misurare 
l'angolo acuto g sotto cui si vede la sommità della 
torre, B. 
Applicando opportunamente le formule si ottiene

Htorre = c = b tan g



Perché l’angolo si misura in radianti?

l = a r         

Se a=2p

l = 2pr= 6,28 r  intera circonferenza  

con r=1m   l = 6,28 m 

Se a=p l = pr= 3,14 r    metà circonferenza

Se a=30°= 
గ

଺
=

ଷ,ଵସ

଺
= 0,523 l = 0,523 r    

arco di circonferenza di 30°

a

l

r

p 0,
2p,
4p,
6p,
...

p/2

3/2p

Relazione
L’arco di circonferenza è proporzionale 
all’angolo ed è proporzionale al raggio



Seno e Coseno



Esempio: calcolo del Sen 30° e del Cos 30°

30°

60°

30°

60°

sena

O

P

P’

x

r=1

sen 30 = PX
r = PO = 1
PP’ = 2 PX
PP’ = r
-> 2 PX = r;   PX = 

௥

ଶ
= 1/2 = sen 30°

Cos 30 = OX
sen2 30° + cos2 30° = 1
cos2 30° = 1 – sen2 30°

cos 30° = 1 − 𝑠𝑒𝑛ଶ30° 
 

= 1 − (
ଵ

ଶ

 
)2 =

1 −
ଵ

ସ

 
=

ଷ

ସ

 
= 

ଷ
 

ଶ
= 0,866



Seno e Coseno: Tabella



Seno e Coseno

90° 180° 270° 360°-90°-180°-270°-360°



Tangente: rapporto tra Seno e Coseno

90°

180°

tan 𝛼 =
௦௘௡ఈ

௖௢௦ఈ
=

்ௌ

ைௌ
=

்ௌ

ଵ
=TS



Angoli in radianti e in gradi

Relazione

p : 180° = arad : a°

arad = 
గ

ଵ଼଴
∗ 𝛼°= 

ଵ

ହ଻,ଷ
∗ 𝛼°

a° =
ଵ଼଴°

గ
∗ 𝛼𝑟𝑎𝑑 = 57,3 ∗ 𝛼𝑟𝑎𝑑

a° = 57,3 ∗ 1𝑟𝑎𝑑= 57,3°



Teorema dei seni



Applicazione del Teorema dei seni

Dati:
a = 30°; b = 70°; c=10 cm 
(tre dati di cui almeno una lunghezza)

Trovare:
g = ? ; a = ? ; b = ? Perimetro e Area

Soluzione:
a + b+ g=180°
30°+ 70°+ g =180°
100° + g = 180° -g = 180°-100° = 80°
sen30° = 0,5; sen70° =0,94;  sen80°=0,98

𝑎

𝑠𝑒𝑛30
=

𝑏

𝑠𝑒𝑛70
=

𝑐

𝑠𝑒𝑛80
௔

଴,ହ
=

௕

଴,ଽସ
=

ଵ଴ ௖௠

଴,ଽ଼
= 10,20 cm

->> a=10,2*0,5 cm= 5,1 cm
->> b=10,2*0,94 cm= 9,59 cm



Applicazione. Continua

Dati:
a = 30°; b = 70°; c=10 cm
Trovare:
g = ? ; a = ? ; b = ? Perimetro e Area

Soluzione:
-------- riporto:
a=5,1 cm; b=9,59 cm
sen30° = 0,5; sen70° =0,94;  sen80°=0,98
--------------------------------------------------
Perimetro= (5,1+9,59+10) cm = 24,69 cm
Area = 𝑝 𝑝 − 𝑎 𝑝 − 𝑏 𝑝 − 𝑐

  (formula di Erone)

semi-perimetro= p = 
௉௘௥௜௠௘௧௥௢

ଶ
=

ଶସ,଺ଽ

ଶ
 𝑐𝑚 = 12,35 𝑐𝑚

𝐴𝑟𝑒𝑎 = 12,34 12,34 − 5,1 12,34 − 9,59 12,34 − 10
  cm2 = 

12,34 ∗ 7,24 ∗ 2,75 ∗ 2,34
  cm2 = 574,91

  cm2 =
23,98 cm2



Area del triangolo con il Teorema dei seni

Dati:
a = 30°; b = 70°; c=10 cm
-------- riporto:
a=5,1 cm; b=9,59 cm
𝐴𝑟𝑒𝑎 = 23,98 cm2 (Formula di Erone)
---------------------------------------------------
Area= 

௕௔௦௘ ௫ ௔௟௧௘௭௭௔

ଶ
=

௖∗௛

ଶ
௕

௦௘௡ଽ଴°
=

௛

௦௘௡ఈ
;    

௕

 ௦௘௡ଽ଴°
=

ଽ,ହଽ ௖௠

ଵ
= 9,59 𝑐𝑚

9,59cm =
ℎ

𝑠𝑒𝑛𝛼
=

ℎ

𝑠𝑒𝑛30
° =

ℎ

0,5
ℎ = 9,59𝑐𝑚 ∗ 0,5 = 4,8𝑐𝑚

Area= 
௕௔௦௘ ௫ ௔௟௧௘௭௭௔

ଶ
=

ୡ∗୦

ଶ
=

ଵ଴∗ସ,଼

ଶ
cm2 = 24cm2

h

H
90°



Dimostrazione del teorema dei seni: ripasso sugli 
angoli alla circonferenza e al centro

a = 2b

A B

a

b 90°

180°

Un triangolo inscritto in una 
semicirconferenza è sempre Rettangolo

A B

Tutti gli angoli alla circonferenza sono 
uguali poiché l’angolo al centro è 
sempre lo stesso ed è il doppio 
dell’angolo alla circonferenza.



Dimostrazione del teorema dei seni: 
Teorema della Corda

2𝑟 =
𝑎

sin 𝛼

2𝑟 =
𝑏

sin 𝛽

2𝑟 =
𝑐

sin 𝛾

sin 𝛼 =  
஺஻

஺஼
=

௔

ଶ௥

௔

ୱ୧୬ ఈ
= 2r

A
B

b

a
O

C

a

a

b

2r

A

B

C

a

b
c

b

a

g

Teorema dei seni



Teorema di Carnot

Dati i tre lati determinare gli angoli

a2= b2+c2 - 2bc cos a  -> cos a = 
௕ଶା௖ଶି௔ଶ

ଶ௕௖

b2= a2+c2 – 2ac cos b   -> cos b = 
௔ଶା௖ଶି௕ଶ

ଶ௕௖

c2= a2+b2 – 2ab cos g   -> cos a = 
௔ଶା௕ଶି௖ଶ

ଶ௔௕

Teorema non dimostrato

E’ una generalizzazione del teorema di Pitagora perché 
si applica a tutti i triangoli.



Aristarco di Samo (310-230 a.C)



Distanze del Sole e della Luna

Quando la Luna è in quadratura, ossia è illuminata per metà, 
essa, con la Terra e il Sole, forma il triangolo rettangolo 
mostrato in figura. Misurando in tale condizione l'angolo β 
compreso tra la direzione Terra-Sole e la direzione Terra-Luna è 
possibile calcolare il rapporto tra le loro distanze mediante 
ragionamenti di tipo geometrico. Il problema risolto da 
Aristarco, di calcolare (o meglio, stimare sia per eccesso che 
per difetto) il rapporto tra i cateti di un triangolo del quale si 
conoscono gli angoli, equivale in termini attuali a calcolare, o 
stimare, la tangente trigonometrica di un angolo. L'opera di 
Aristarco può pertanto essere considerata una delle prime 
opere di trigonometria[

tan b = distanza Luna-Sole/distanza Luna-Terra Aristarco stimò il rapporto tra le distanze Luna-Sole e  Luna-Terra fosse 
compreso tra 18 e 20, pari ad un angolo di 87°, mentre il rapporto tra le 
distanze medie è in realtà circa 400.



Distanze del Sole e della Luna

Distanza Sole –Terra= 150 milioni di km =150*106 km

Distanza Luna –Terra= 384400 km =3,844*105 km

𝑐𝑜𝑠𝛽 =
𝐿𝑢𝑛𝑎 − 𝑇𝑒𝑟𝑟𝑎

𝑆𝑜𝑙𝑒 − 𝑇𝑒𝑟𝑟𝑎
=

3,844 ∗ 105

150 ∗ 106
= 0,00256

β = cosିଵ( 𝑐𝑜𝑠𝛽) = cosିଵ 0,00256 = 89,853°

tan 𝛽 = 𝑡𝑎𝑛89,853° = 389,77 =
𝐿𝑢𝑛𝑎 − 𝑆𝑜𝑙𝑒

𝐿𝑢𝑛𝑎 − 𝑇𝑒𝑟𝑟𝑎

𝐿𝑢𝑛𝑎 − 𝑆𝑜𝑙𝑒 =389,77*Luna-Terra=389,77 * 384400km=149827588km=149,83*106km



Macchina fotografica

Se la distanza dell’oggetto inquadrato dalla macchona
fotografica è ad una distanza maggiore di 10 volte la 
distanza focale dell’obiettivo, allora l’immagine si forma 
(approssimativamente) sul piano focale

Osservando la figura ricaviamo che 

tan 15ᇱ = 𝑡𝑎𝑛 0,25° = 
௠௘௧à ௜௠௠௔௚௜௡௘

௙௢௖௔௟௘
= 0,00436

Immagine= 2*0,00436* focale= 0,00872*focale
se la focale è 50mm l’immagine è 0,00872*50mm= 0,4mm
se la focale è 300mm l’immagine è 0,00872*300mm= 2,6mm

Con una macchina fotografica 36x24, full frame, la massima 
dimensione per non tagliare l’immagine è 24mm- La 
massima focale potrà essere:
f= 24mm/0,00872=2752mm



Grazie


